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Abstract 
The topic of chaotic anti-synchronization as a subtype of the chaotic synchronization phenomenon is studied 

in this paper. By this type of synchronization, the aim is to design such a coupling between two chaotic systems, 
that the slave system to run in a “mirror”-like chaotic mode to the master system, i.e. the error functions, which 
must decline to zero to achieve anti-synchronization,  are defined as sums, not differences, of the corresponding 
pairs of variables of the two systems. The second Lyapunov stability law is used to define the control functions.     
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ВЪВЕДЕНИЕ 
Едно от съвременните направления в 

теорията на автоматичното управление и 
по-конкретно в частта й за анализ и син-
тез на нелинейни системи е управление-
то на хаотични системи. Тази категория 
задачи включва задачи за стабилизация 
на хаотични системи до нехаотично със-
тояние, задачи за изкуствена хаотифика-
ция на нехаотични системи, както и за-
дачи от областта на синхронизацията на 
хаотични системи [1-3]. Последната гру-
па задачи е особено популярна сред на-
учната общност предвид различните 
приложения на явлението хаотична син-
хронизация, например за защитени ко-
муникации и криптиране на данни. 

Хаотичните системи са нелинейни 
системи със сложна динамика с елемент 
на случайност, характеризират се с пове-

дение, близко до това на стохастичните 
системи, но същевременно се описват с 
детерминирани математични модели, 
често от нисък ред. При задачите за хао-
тична синхронизация се търси такъв тип 
връзка между две или повече хаотични 
системи, че динамиката им да бъде син-
хронизирана в определена форма, но да 
запазят хаотичния си характер. Най-
популярният тип синхронизация е иден-
тичната, при която след влизане в син-
хронен режим хаотичните системи из-
вършват еднакви (идентични) хаотични 
движения. Ако се дефинират функциите 
на разсъгласуване като разлики между 
отделните двойки еднотипни променли-
ви на двете системи, то при такъв тип 
синхронизация те ще клонят към нула. 

Съществуват и други типове хаотична 
синхронизация, различни от идентична-
та. Принципно, ако между две хаотични 
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системи се постигне по-сложен тип син-
хронизация, това би дало по-големи въз-
можности за защита на сигналите при 
използването на тези синхронизационни 
схеми в комуникационни системи за за-
щитено предаване на данни. Такъв тип 
синхронизация е т.н. анти-синхрониза-
ция [4-6]. При нея хаотичната динамика 
на едната хаотична система в синхрони-
зационната схема се явява „огледален” 
образ на динамиката на другата система, 
т.е. дефинират се функции на разсъгла-
суване, които са не разликите, а сумите 
от съответните двойки променливи на 
двете системи. Когато тези функции 
клонят към нула, между системите има 
анти-синхронизация. Целта е да се про-
ектират такива управляващи функции 
към едната от двете хаотични системи, 
че това условие да бъде изпълнено. 

В настоящия доклад се синтезира 
синхронизационна система между две 
еднотипни хаотични системи. Моделът 
на системите е от трети ред, с една нели-
нейност, предложен през 2024 г. С по-
мощта на втория метод за устойчивост 
на Ляпунов са изчислени управляващи 
функции, които се прилагат по метода на 
„активно управление” към подчинената 
хаотична система и водят до стабилен 
режим на анти-синхронизация между 
двете системи в синхронизационната 
схема. Резултатите са тествани чрез 
компютърни симулации с програмния 
продукт Matlab. 

ИЗЛОЖЕНИЕ 
В [7] е предложен модел на хаотична 

система от т.н. „jerk” тип – модел с една 
нелинейност от трети ред, който се 
описва с уравненията: 
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където: 

4.0,10,5.2 === cba             (2) 

са константни параметри. 
Хаотичната система, която ще бъде 

наричана модел на Yan-Wang-Li или 
YWL по имената на предложилите я ав-
тори, има проста структура със само се-
дем члена, което я прави лесна за схемна 
реализация, с малък брой елементи и съ-
ответно по-ниска цена при практически 
реализации. В модела е налична само 
една нелинейност – от трети ред в трето-
то уравнение на (1). Условието за нали-
чието на хаос в една система е системата 
да е нелинейна и ако е непрекъсната, да 
е поне от трети ред, т.е. системата YWL 
е възможно най-опростена математиче-
ска конструкция, способна да генерира 
хаос. В същото време в [7] е установено, 
че системата (1) може да има много раз-
нообразна динамика в зависимост от 
стойностите на параметрите и началните 
условия, изразяваща се в осем възможни 
комбинации от атрактори в простран-
ството на състоянието ),,( 321 xxx , напри-
мер два атрактора от тип точка, комби-
нация от точка и граничен цикъл и т.н. 
Пет от тези комбинации включват нали-
чие на хаотичен атрактор. При стойно-
сти на параметрите (2) и начални усло-
вия: 
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атракторът на системата е хаотичен и е 
показан на фиг. 1. 
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Фиг. 1. Хаотичен атрактор на модела на 
Yan-Wang-Li 



На фиг. 2 е показана времевата харак-
теристика на една от системните про-
менливи - )(1 tx . Динамиката на остана-
лите променливи е подобна. 
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Фиг. 2. Времева характеристика на една 
от системните променливи 

Както от фиг. 1, така и от фиг. 2 се 
вижда, че хаотичният атрактор на систе-
мата YWL има по-ограничен брой неус-
тойчиви периодични орбити от по-
голямата част от популярните хаотични 
модели и по-скоро наподобява сложен 
граничен цикъл. Авторът на настоящия 
доклад след серия експерименти по мо-
дифициране на първоначалния модел на 
системата (1) предлага модификация във 
второто уравнение на модела, в резултат 
на която системата придобива динамика, 
по-присъща на хаотичните системи: 
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На фиг. 3 е показан атракторът на мо-
дела (4) в пространството на състоянието 

),,( 321 xxx , на фиг. 4 – проекцията на ат-
рактора в една от фазовите равнини - 

),( 23 xx  , а на фиг. 5 – времевата харак-
теристика )(2 tx . На фигурите се вижда 
по-големия брой орбити на атрактора 
спрямо оригиналния от фиг. 1, съответно 
– по-ясно изразеното хаотично състоя-
ние на системата. 
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Фиг. 3. Хаотичен атрактор на модифици-
ран модел на Yan-Wang-Li 
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Фиг. 4. Проекция на атрактора на  моди-
фицирания модел YWL в една от фазовите 

равнини 
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Фиг. 5. Времева характеристика на една 
от системните променливи на модифици-

ран модел YWL 

На основата на модифицирания модел 
YWL (4) ще бъде синтезирана следната 
синхронизационна система, изградена от 
два идентични модела (4), наречени 
MASTER и SLAVE: 
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SLAVE 

,~~~~~~~
,~~~

,~~

332
2

13213

2132

121

uxcxxxxbxax

uxxx

uxx

+−−−+−=

+−=

+=







                  

(6) 
където с 31,~ ÷=ixi  са означени промен-
ливите на системата SLAVE. 

Конфигурацията от две системи е от 
тип MASTER – SLAVE, тъй като първата 
система в схемата - (5) подава синхрони-
зиращи сигнали, функции на променли-
вите й на състоянието, към втората – (6), 
без да получава обратно сигнали от нея. 
С 31, ÷=iui  са означени управляващите 
функции към SLAVE системата, които 
съдържат променливи от MASTER сис-
темата. Наборът параметри на системата 
(6) е идентичен с този на системата (5), 
като стойностите им са тези от (2). На-
чалните условия на системите в синхро-
низационната схема са различни. Начал-
ните условия на системата (5) са номи-
налните начални условия (3), а тези на 
системата (6) са: 
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и са избрани на случаен принцип. 
За реализиране на дефинираната цел 

за постигане на режим на анти-синхро-
низация в синхронизационната система, 
изградена от системите (5) и (6), е необ-
ходимо първо да се дефинират функции-
те на разсъгласуване между отделните 
двойки променливи на двете системи, 
които ще бъдат: 

,~
,~

,~

333

222

111

xxe
xxe
xxe

+=
+=
+=

(8) 

При така дефинираните функции на 
разсъгласуване режим на анти-синхро-
низация ще има, ако: 

31,0)(lim ÷==
∞→

iteit
,    (9) 

което условие може да бъде изпълнено 
при синтез на подходящи управляващи 
функции iu  към системата (6). 

От (8) и (9) се вижда, че при анти-син-
хронизация между двете хаотични сис-
теми 

31,~
1 ÷=−= ixxi  , (10) 

т.е. хаотичните движения на едната сис-
темата ще бъдат „огледални” на тези на 
другата. 

Синтезът на управляващите функции 
iu  в (6) ще бъде реализиран по метода на 

активно управление с използване на вто-
рия метод за устойчивост на Ляпунов. 
Според него, ако се намери функция 

)(eV , наречена функция на Ляпунов, 
която отговаря на следните условия:  

,0,0)( ≠∀> eV e           (11) 

,0,0)( =∀= eV e   (12) 

0,0)(
≠∀< e

dt
dV e         (13) 

то точката в пространството на състоя-
нието на системата от разсъгласуването 

[ ] 0e == 321 eee  ще бъде устойчива.
Изпълнението на това условие съответ-
ства на постигане на анти-синхрониза-
ция между системите при функции на 
разсъгласуване (8). 
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Обикновено за удовлетворяване на 
условията (11) и (12) се избира квадра-
тична функция от типа: 

).(
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1 eeeV ++=e (14) 

Производната на функцията )(eV  е: 

.)(
332211 eeeeee

dt
dV

 ++=
e (15) 

Производните на функциите на раз-
съгласуването  ie  според (8) ще бъдат: 

31,~ ÷=+= ixxe iii
 (16) 

и съответно могат да бъдат получени 
при сумирането на двойките уравнения 
на системите (5) и (6): 
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или с отчитане на (8): 
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Тогава, ако управляващите функции 
iu  се синтезират във вида: 
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(19) 
то след заместването им в (18) ще се по-
лучат изразите: 

31, ÷=−= ieke iii (20) 

При заместването на изразите (20) в 
(15) и избор на положителни константи 

ik  се получава отрицателно определена 
функция, която удовлетворява условието 
(13) и с това и последното условие за 
постигане на анти-синхронизация между 
системите (5) и (6) се изпълнява.  

Синхронизационната система (5)-(6) с 
управляващи функции (19) е симулирана 
с избор на коефициенти 2=∀ ik . На фиг. 
6 са показани функциите на разсъгласу-
ване ie  (8). 
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Фиг. 6. Функции на разсъгласуване 

Вижда се, че след кратък преходен 
процес функциите на разсъгласуване се 
установяват в 0, т.е. системите от син-
хронзационната схема влизат в режим на 
анти-синхронизация. Този режим се 
илюстрира нагледно, ако се наблюдава 
съвместната динамика на отделните 
двойки променливи на двете системи 

)(~),( txtx ii , която е показана на фиг. 7.
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Фиг.7. Съвместна динамика на двойките 
променливи при анти-синхронизация 
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При конкретна физическа реализация 
на синхронизационната схема е възмож-
но сигналите от MASTER системата ix , 
които участват в управляващите функ-
ции към SLAVE системата да са зашуме-
ни. На фиг. 8 са показани функциите ie  
при адитивно зашумяване на променли-
вите ix  с бял Гаусов шум с дисперсия 

005.02 =σ . Въпреки шума системите 
остават в режим на анти-синхронизация.  
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Фиг. 8. Функции на разсъгласуване при 
зашумени свързващи сигнали 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Предложена е модификация на ново-

открит хаотичен модел, при която атрак-
торът на системата има по-ясно изразен 
хаотичен характер. На основата на така 
модифицирания модел на Yan-Wang-Li е 
проектирана синхронизационна схема 
между два идентични модела от предло-
жения тип. Между двете хаотични сис-
теми е постигната анти-синхронизация, 

която е по-сложен тип синхронизирано 
движение и намира приложение за защи-
тени комуникации. Управляващите фун-
кции са изчислени с помощта на втория 
метод за устойчивост на Ляпунов. 
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